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1 Formes multilinéaires alternées sur IR” 


Nous donnons ici une présentation rapide des formes multilinéaires alternées sur IR”. 


1.1 Introduction 


Définition 1. Soit 6 une forme p-linéaire sur IR”. On dit que @ est alternée si pour toute 
permutation o € S, et tous X1,.., X,€ R” on a 


PX (GA) Xo(py) = ET) P(X 1, .…, Xp) 
On note APR” l’ensemble des p-formes alternées sur R” et on pose 
AR? =R 
On rappelle que e(o) désigne la signature de o. On rappelle également que si @ est p-linéaire, on 
dit que y est de degré p. On montre facilement que les assertions ci-dessous sont équivalentes : 
i. La p-forme est alternée. 


ü. Pour tous X1, …, X, € IR”, le fait d'échanger deux vecteurs X; et X; change le signe de 
p(X1, ...s Xp). 


il. Si (X1,..., X,) possède des répétitions, alors @(X1,..., X,) = 0. 


On montre aussi que si 4 est alternée de degré p et (X1,..., X,) est liée, alors w(X1,..., X,) = 0. 


Exemple 2. On note B la base canonique de R". L'application qui à (X1, …, XA) associe le 
déterminant detg (X1, …, X,) de ce n-uplet calculé dans B, est n-linéaire alternée. Cette forme 
s'appelle produit mixte de R”. On gardera cet exemple en mémoire pour bien comprendre les 
formes alternées en général. 


1.2 Produit extérieur 
On vérifie aisément que tous les APR” sont des espaces vectoriels et on pose 
AR" = @ AR" 
pEeN 
Nous allons définir un produit sur cet espace, mais avant nous aurons besoin de la définition ci- 


dessous : 


Définition 3. (Produit extérieur de 1-formes) Soient wi, .…….,w, des formes linéaires sur R”. On 
définit le produit de ces formes en posant 


w1 A... Awp= SE E(o) Wo(1) ® +. D Wo(p) 
ES» 


On rappelle que @ désigne le produit tensoriel sur les formes multilinéaires : si @ et Ÿ sont des 
formes multilinéaires de degré p et q, respectivement, w @ Ÿ est la forme linéaire de degré p + q 
définie par 


(y & d)(X1,  Xp+g) = e(X, … Xp) VX +1; ... Xp+ 9) 
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Le produit tensoriel est associatif, ce qui permet d'écrire w,(1) & … @ w,(Y) dans la définition 
précèdente. 


Exemple 4. Notons B=—(e1,...,e,) la base canonique de R”. Soient &1,...,1, € {1,...,n} tels que 


He 
Alors 
zh 2? 
(ei, A. Aer )(X1,.., Xp) =| : : 
dl ap 
où (xi, _— xi) désignent les coordonnées de X;. Ainsi, e, À. A eÿ, donne le déterminant de la 
projection canonique de (X1,…., X,) sur Vect(e;,, …, e;,). Signalons au passage que la p-forme 


alternée ef, À. Aeÿ, est déterminée par le fait que 
une esse) = 
et 
hate esse = 0 
si {1, sus fo £ {ir, ss ip}. 
Il y a des similitudes ici avec la définition 1 : 
— le fait d'échanger deux 1-formes w; et w; oppose la p-forme wi À... Aw, : 
— si (wi,.….,w,) possède des répétitions, alors w1 À. Awy=0 ; 


— plus généralement, si (w1,…,w,) est liée, alors w1 À... Aw,=0. 


On montre assez facilement la 


Proposition 5. On note B=(e;,..., en) la base canonique de R" et (eï,.…., er) la base duale de 
B. Soit p2>1. Alors la famille 


(BA AE IR tee p) 


est une base de APR”. 


Nous allons utiliser cette base, dite naturelle, pour définir un produit sur AR” : 


Définition 6. On définit le produit extérieur sur AR? comme le prolongement par linéarité du 
produit défini sur les 1-formes. On note A le produit extérieur sur AR”. 


On a par exemple : 
(A ME MATRA RER) = A NES A AE 


et on rappelle que s’il y a des répétitions, le résultat est nul. On peut se ramener à la base naturelle 
en réordonnéant les facteurs de sorte que les indices de gauche à droite soient dans l’ordre croissant, 
à condition de multiplier le résultat par la signature de la permutation ainsi effectuée (autrement 
dit : on multiplie par —1 chaque fois que deux facteurs sont échangés). On a plus généralement 


* + * * 
) Age in Nm NES A ) Hjise faq Ci Ne NES, 
À1 Lee Lêp J1<.<ÿp 


* * * * 

) Àinitp irie fa Eda Nere A ei, NE Vars eg, 
1 <e <ip 
Ti da 


On prendra soin (dans le soucis de se ramener à un développement dans la base naturelle), d’éli- 
miner tous les termes possédants des répétitions, de procéder à un réagencement des indices afin 
de les mettre dans l’ordre croissant, et de rassembler les termes selon les éléments de la base. On 
a clairement la 
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Proposition 7. Le produit extérieur confère à l’espace vectoriel AR” une structure d’algèbre. 


Il s’agit même d’une algèbre graduée puisque le degré d’un produit est la somme des degrés qui 
le composent. 


Le produit extérieur n’est pas commutatif (on sait par exemple que la commutation de deux 
1-formes multiplie par —1 le résultat), en revanche il vérifie la propriété ci-dessous : 
Bha=(-1}ieadefso Ag 


On dit alors que le produit est anticommutatif. 


Remarque 8. Cette manière de définir le produit extérieur a le mérite d’être rapide. Cependant 
elle a un défaut : elle est loin d’être intrinsèque. Elle a l’air de dépendre de la base chosie dans 
R’” (ici nous avons choisi la base canonique). On pourrait montrer qu’en fait le produit extérieur 
est indépendant de la base choisie. Il existe même une manière intrinsèque de définir le produit 
extérieur. Il s’agit d’une définition utilisant le produit tensoriel et l’antisymétrisation des formes 
multilinéaires. On pourra la consulter dans [?|, par exemple. Nous avons opté pour la concision car 
notre but n’est pas de comprendre à fond l’algèbre extérieure, mais de savoir manipuler et calculer 
avec les formes alternées. 


La proposition ci-dessous ne pose aucune difficulté : 
Proposition 9. Si a est une forme alternée de degré impair sur R”, alors a A a=0. 


Exercice 1. Donner une forme alternée 8 sur R”' telle que BA B£0. 


1.3 Image réciproque d’une forme multilinéaire alternée 


Définition 10. Soient 6: IR" — R”? une application linéaire et a € APR”. L'image réciproque de 
a par Y est la forme multilinéaire alternée £*a sur IR” définie par 


(p*a)(X1, sy Ep) = a(p(X1), +339 P(X»p)) 


pour tous X1,..., X, € R". 


Proposition 11. Soit 6:R"°— IR”? une application linéaire. On définit l'application 
p* : AR? — AR’ 


a + p'a 
Alors 


1. L'application p* est linéaire. 
2. Pour tous à, BE AR", “(a A 6) =p*a/vp*B 
Démonstration. La linéarité de w* est évidente. Passons au deuxième item. Notons (£1,...,€m) 


et (e1,…,en) les bases canoniques de R"* et IR”, respectivement. Un calcul montre que pour tous 
1, ip € {1,...,m} tels que à <...<i,ona 


p'(ei À. Aeï) = ÿ RER nn ne der A 
1< <<» 


où ® désigne la matrice de 4 dans les bases canoniques, et P{;,,..5,).(51....,,) là SOus-matrice obtenue 
en gardant les lignes %1,...,1, et les colonnes ÿ1,..., j,. Un calcul analogue montre que 


p'En A... A per, = >». RER Cm Eire 
d’où il découle 


pes, À. Aeï,) = pei À. A GE:, 


On conclue alors grâce à la linéarité de * et la proposition 5. 
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Remarque 12. La démonstration de cette proposition a nécessité des calculs assez laborieux. Si on 

travaillait avec la définition intrinsèque du produit extérieur, la démonstration prendrait une ligne ! 
La proposition qui suit est évidente : 


Proposition 13. Soient w:R"— R"" et :R"— IR} des applications linéaires. Alors 
(go p)"=w"o d* 


2 Notion de formes différentielles sur IR° 


Définition 14. Soit U une partie de IR”. Une forme différentielle de degré p sur U est une 
application 


w : U — APR’ 
On note QP(U) l’ensemble des p-formes différentielles sur U. 


On notera que les formes de degré 0 sont les fonctions : 


CU) =FCR) 


On montre facilement que les QP(U) sont des espaces vectoriels réels. On pose 


Q(U) = Q7(U) 


pEeN 


D'après la proposition 5, si w € QP(U), il existe une famille (fi,...,,: 1 <i1 <<... <i, <n) de fonctions 
définies sur U telles que pour tout mEU, 


w(m) = ) Je (ni) ÉNnaer, 
: Â1 Le Cp 
On écrit alors 


— » Re 


<e<ip 


Nous justifierons cette notation plus tard. 


3 Classe d’une forme différentielle 


Nous travaillons dans IR” et nous considérons les éléments de cet espace comme des points. 
Lorsqu'un point se déplace dans IR”, sa vitesse est un vecteur, or mathématiquement, un vec- 
teur est aussi un élément de R”. Aïnsi, les éléments de IR” sont tantôt considérés comme des 
points, tantôt comme des vecteurs ! En géométrie différentielle on met fin à cette ambigüité 
en définissant l’espace tangent à un ouvert ÜU de IR” en un point m en posant 


TU ={m}xR" 


De cette manière on distingue clairement les vecteurs des points, et en prime on sait toujours à 
quel point de l’espace s’applique tel ou tel vecteur vitesse. 


Pour tout k€ {1,...,n} on définit la fonction +4 sur R’° par 


Tk : R? — R 


(@1,..., An) + 


L’uplet de fonctions (x1,...,æ,) est le système de coordonnées cartésiennes sur R'. Quand on écrit 
æk(m), on considère m comme un point. 
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Passons aux vecteurs. On note B—(e1,...,e,) la base canonique de R'. On rappelle que ef est 
la forme linéaire sur R? définie par 
ef : R' — R 
(V1, Un) + Uk 
Mathématiquement, cette application est la même que x, mais nous les distinguerons car nous 


avons décidé de distinguer les points des vecteurs. Cette distinction faite, il existe néanmoins un lien 
entre x} et ex. En effet, la fonction x4 étant linéaire, elle est dérivable en tout point me R’ et on a 


æk(m)(R) = hr 


Puisque dans cette égalité h est vu comme un vecteur, il est pertinent de reécrire cette égalité 
comme ceci : 


æe(m) = ef 


ce qui montre que tr, est une 1-forme différentielle sur R" (c’est une forme différentielle constante). 
Cette 1-forme, nous la noterons dx, : 


Notation 15. On note dxx la 1-forme différentielle constante sur IR” définie par 
dxi(m) = ef 


pour tout m € R”?. 


Plus tard nous dirons que dx, est la dérivée extérieure de la fonction +4. La proposition 5 se 
traduit ici par la 


Proposition 16. Soient U une partie de R" et w une p-forme différentielle sur U. Alors il existe 


une famille unique (fi,..:,;1<ü << £n) de fonctions définies sur U telles que 
WU — ÿ finesis dla A. Ad, 
Le <üp 


Cette proposition nous permet de définir la classe d’une forme différentielle : 


Définition 17. Soient U une partie de R" et w = PR. fat dtu À A dx: une p-forme 


différentielle sur U. On dit que w est de classe CF si les fonctions Jui, sont de classe Cr, 


A Formes différentielles sur IR° 


Si k>n, l’espace des k-formes sur R” se réduit à {0}. Ainsi, sur IR? il n’y a que des O-formes, des 
1-formes, des 2-formes et des 3-formes. Notons (x, y,z) le système de coordonnées cartésiennes sur 
RS. 
Toute 1-forme sur IR° s'écrit 
fdx + gdy+hdz 


Toute 2 forme s'écrit 
fdy/Adz+gdx \dz+hdx/ dy 


Toute 3-forme s'écrit 
Jdx AdyAdz 


Ainsi 


e chaque O-forme et chaque 3-forme s’identifie à une fonction de R° vers R, 


e chaque 1-forme et chaque 2-forme s’identifie à une fonction de IR° vers R?. 
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Les fonctions de IR° vers IR sont appelées champs scalaires, et les fonctions de IR° vers IR°, champs 
de vecteurs. Dans tout ce qui précède on peut bien sûr remplacer R° par une partie U de R. 


5 Produit extérieur sur Q(U) 


Définition 18. Soient U CR” et «, 6 des formes différentielles sur U de degrés p, q, respective- 
ment. Le produit extérieur de a et B est la forme différentielle sur U de degré p + q définie par 


(a A B)(m)=a(m) À B(m) 


pour tout m € R”?. 


On montre facilement que le produit extérieur confère à Q{U) une structure d’algèbre graduée. 


Définition 19. Soit U CR". On dit que Q(U) est l'algèbre différentielle extérieure associée à U. 


6 Dérivée extérieure 


La dérivation extérieure est une opération sur les formes différentielles permettant, entre autre, 
d'écrire le théorème de Stokes. 


Définition 20. Soient UCR”, f:U —R dérivable et w une p-forme différentielle dérivable sur U 
p21). 


1. La dérivée extérieure de f est tout simplement la dérivée de f : 


df = f" 


c’est une forme de degré 1. 
2. Siw s'écrit 
é » fist dti NN dtip 


À ee Lip 


du S, dhuahdeNeAdes 


1 <ee <êp 


on pose 


c’est une forme de degré p +1. 


Cette définition dépend a priori de la base choisie (ici nous avons choisi la base canonique). On 
invite le lecteur à jeter un oeil sur la définition donnée dans [?|. Il s’agit d’une définition qui 
s’affranchit du choix d’une base, une définition intrinsèque. 


Remarque 21. Dans tout ce qui précède, dx; coïncide avec la dérivée extérieure de la fonction x;. 


Dans la proposition ci-dessous, ((1,U) désigne la sous-algèbre de Q(U) des formes différentielles 
de classe C!. 


Proposition 22. L'application 
d : AU) — AU) 
w + duw 
est linéaire et possède les propriétés suivantes : 
1. Relation de Leibniz : pour tous a, BE Q(1,U) 
d(a A B)=da A B+(—-1)48() à A dB 
2. Pour tout ae AQ(IL,U), 
d(da) =0 


La preuve de cette proposition est une simple vérification. 
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7 Quelques calculs 


7.1 Avec une courbe 

Soit 7: [a,b] — R° une courbe dérivable. Pour tout {€ [a,b], on note 
VE)=(X(), Y(),Z(E)) 

Il est clair alors que dX = X'dt, dY =Y'dt et dZ = Z'dt, par définition de d. 


7.2 Avec une surface 
Soit D une partie de IR? et 


‘Je D = R° 
(u,v) + (X(u,v),Y(u,v),Z(u,v)) 


une application dérivable. On regardera r comme une surface de R* (une surface singulière). 
Plus tard nous aurons besoin des 2-formes dX A dY, dY A dZ et dX A dZ. Ce sont des formes 
différentielles sur D. De 


OX OX 
dX = Su Ut dv 
et 
OY OY 
des du Vas dv 
on déduit 
OX OY OX OY 
dX AdY (& = So De Jaunde 


X 0Y 0X0Y , : | 
On notera que _ 2 2X 2 évalué en (u, v) est un mineur de la matrice de r’(u, v) dans les 
u Ov Ov Ou ? ? 


bases canoniques, à savoir 


Ce mineur est le jacobien de l’application 


(u,v)- (X{u,v), Y(u,v)) 


et on le note 
O(X,Y) O0X0Y 0X0Y 
O(u,v) Ou Ov Ov Ou 


Un calcul analogue donne dY AdZ et dX AdZ. On trouve 


dX AdY — POP) res 
Ô (u,v) 

dY AdZ = VE) te 
O(u,v) 

dX AdZ — DA). 
0 (u,v) 


8 Image réciproque d’une forme différentielle 


Définition 23. Soient U CR”, f:U — R" dérivable et w une p-forme différentielle sur f(U). 
L'image réciproque de w par f est la p-forme sur U définie par 


(Fu)(x)(A,, Xp) =w(F(x))(F (x) (Xi), () (XD) 
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On notera que cela revient à utiliser l'application linéaire f'(x) pour tirer en arrière la p-forme 
linéaire w(x) : 


(Fw)(x)= f(x) (&(x)) 


Il est donc clair que f*w est une forme différentielle de degré p sur U. 


On notera que si w est une 1-forme, on a (f*w)(x)(h) =w(y(x))(f'(x)(h)), autrement dit : 
Fw=u(f(x))oe f(x) (1) 
ce qui rappelle la formule de dérivation des applications composées. 
Notation 24. Soient UCR” et f:U—R" une application dérivable. On note f* l’application 
f* : A(JU)) — AU) 


w + f'w 


Dans la proposition ci-dessous, F(V) désigne l’ensemble des fonctions définies sur V et D(V) 
l’ensemble des fonctions dérivables sur V. 


Proposition 25. Soient U CR" et qU — IR" une application dérivable. Alors 
1. L'application p* est linéaire. 

. Pour tous a, BE Q(ç(U)), on a p*(a AB) = "a Av". 

. Pour tous w € A(p(U)) et fe F(p(U)), p“(fw) =(f 0 6) pu. 

. Pour tous a1,….,ax € Q{(o(U)), on a p*(a1 A... A ax) = pa À. A p'ak. 

. Pour tout w EQ(ç(U)), on a p*(dw) = d(p“*w). 


QG Oh Lo D 


Démonstration. 


a) L'item 1 ne pose aucune difficulté. L’item 2 découle directement de la proposition 11, L’item 
3 est un cas particulier du 2. L’item 4 découle directement du 2. 


ex 
— 


Pour l’item 5, nous commençons par un cas particulier : L*(df) = d(w*f) pour tout f € 
D((U)). D'un côté nous avons L* f = f o w et donc d(w*f)(x) = df(w(x))o dy(x). D'un 
autre côté, d’après (1) nous avons *(df) = df(y(x)) o dy(x), d’où l'égalité. 


Q 
— 


Passons au cas général. Soit 


CE ÿ Éd dt j NA \dz;, 


Ti <p 


une p-forme différentielle sur o{U). On a 


du= NO dfj.,;1dtj"….Ade, 


Notons (X1,..., Xh) les applications composantes de 4. D’après les items 1, 2 et la partie 
b) qui précède, on a 


p*(dw) _ ÿ (Ga AIAGREA AGE 


F1< << fp 


affa 0 @) AdX ;, A ss \AdX;, 


T1: To 
= d 2 Li jen j°P)AdX A. NdX;, 
J1<<ÿp 
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Le passage de la deuxième à la troisième ligne est justifié comme ceci : 4 est de classe C?, 
ainsi ses composantes X; sont aussi de classe C? et d(dX;)—0. La formule de Leibniz permet 
alors de conclure. 


Proposition 26. Soient w:R"—R" et #:R"*—RÀ des applications dérivables. Alors 
(do p)*= vo ÿ* 


La preuve de cette proposition est une simple vérification. On peut grâce aux deux propositions 
précédentes calculer explicitement l’image réciproque d’une forme différentielle 


En effet, nous avons 
p'w = ÿ (fe DIE ANT, 


où Ÿ1,..., Yn désignent les fonctions composantes de @. On rappelle que chaque dX% est égal à 
nm 
0Yk 
dYx= —— dx; 
=) que) 


On laisse au lecteur le plaisir de poursuivre ce calcul. On pourra consulter [?]. Nous constatons au 
passage que la classe de L*w dépendra des classes de w et de w. Il est clair que si ç est de classe 
CF+L et w de classe CF, alors p*w est aussi de classe CF. 


9 Exemples 


Les cas qui nous interessent sont ceux où est soit une courbe, soit une surface de R*. 


9.1 Cas d’une courbe 


Soit y: [a,b] — R° une courbe dérivable de R*, pour laquelle on note 
TE) = (X(E), Y(), Z(6)) 


On a y“(dx)=d(y*x)=d(y0x)=dX. De même y*(dy) =dY et y*“(dz) =dZ. Soit w une 1-forme 
différentielle définie sur l’image de +. Cette forme s’écrit alors 


w = pdx + qdy+rdz 
où p, g et r sont des fonctions sur ([a,b]). Par linéarité, nous avons 
Jw=(po7y)dX +(qgo7y)dY +(ro7y)dZ 
Or d’après la section 7.1, dX = X'dt, dY =Y'dt et dZ =Z'dt. Nous en déduisons que 


Vw=((poy)X'+(g07)Y'+(ro7)Z") dt 


9.2 Cas d’une surface 


Soit D une partie de IR? et 


10 SECTION 10 


une application dérivable. Soit w une 2-forme différentielle définie sur r(D). Cette forme s'écrit 


w = pdy/A\dz+ qdx /\dz+rdzx/\dy 


On a y*(dx A dy) = d(y*x) À d (+*y) = d(y 0 x) A d(yo y) = dX A dY. Or, d’après la section |7.2, 

ax nAdY = SD du A dv, ainsi 

O(X,Y) 
O(u,v) 


On trouve des formules analogues pour +*(dy A dz) et “(dx A dz). Finalement, nous avons 


“(dx À dy) = du A dv 


ru (por) + (ao) PA + (ro) PAL au nde 


u,U 


10 Intégrale d’une forme différentielle 


L’algèbre extérieure sert essentiellement à « intégrer » les k-formes sur des k-surfaces. Nous com- 
mencerons par l'intégration d’une n-forme de R” sur une partie quarrable : 


Définition 27. Soient D une partie quarrable de R" et w une n-forme différentielle continue sur 
D. Cette forme s'écrit alors 


w = fdxi 1... /Adtn 


et on définit l'intégrale de w sur D par 


: us] f(t1,.., Zn) dx1..….d?n 
D D 


Cette définition mérite quelques explications. Prenons n —3 pour simplifier, et notons (x, y,2) le 
système de coordonnées cartésiennes. Soit D une partie quarrable de R? et 


w = fdx A dyAdz 


une 3-forme continue sur D. Nous savons que pour définir l’intégrale 


Î fe, y, 2) drdydz 
D 


on décompose D en pavés élémentaires P1,..…., Pw, on choisit un point mx; dans chaque F4 et on 
somme les f(mx) V(P£), où V(P}) désigne le volume de P4. Le résultat obtenu est la somme associée 
à la « décomposition ponctuée » choisie. Si on note À cette décomposition, on note uA la somme 
associée. L'intégrale de f sur D et la borne supérieure de l’ensemble de tous les ua. On voit donc 
que l'intégration se fait grâce à la définition du volume des pavés élémentaires. Nous savons que le 
volume d’un pavé élémentaire de dimensions dx, dy,dz est le produit dxdydz, c’est pour cela que 
nous écrivons le symbole drdydz dans l'intégrale de f. Il indique que le calcul de l’intégrale est 
effectué en calculant le volume des pavés élémentaires de la manière que nous venons d'évoquer. 
En physique, le symbole dxdydz est appelé élément de volume. En mathématiques, on considère 
que l'élément de volume est la forme dx 1 dy A dz. Il est intéressant de comparer le point de vue 
des mathématiciens et celui des physiciens sur ces deux objets : 


— Pour le physicien, dxdydz est le volume d’un pavé dont l’origine est le point (x,y,2) et dont 
les côtés s’obtiennent en opérant une variation infinitésimale sur x, y et z : une variation 
de dx unités pour x, dy unités pour y et dz unités pour z. 
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— Le point de vue mathématique consiste à décrire ce pavé avec des vecteurs : on dit que c’est 
le pavé d’origine (x, y,z) défini par les vecteurs &, b et € dont les coordonnées sont 


Ôx : 0 0 
0 0 Ôz 


Pour le mathématicien, dx, dy et dz sont des formes linéaires et on sait par exemple que 
dx(&)=ôx 


On sait aussi que dx A dy A dz est le déterminant calculé dans la base canonique, c’est à 
dire le produit mixte et ici nous avons 


(dx AdyAd2)(à,d ,€)=6x0y6z 


_ 


On rappelle que d’une manière générale (dx A dy A dz)(à, b, ec) est le volume du pavé 
(à,b,e). 
Finalement, la notation dx dydz correspond à un langage métrique (on y voit des petites variations 
de longueurs) tandis que la notation dx A dy À dz correspond à un langage vectoriel (il s’agit 


de calculer le volume d’un pavé élémentaire, et il n’y a rien de mieux pour cela que les formes 
alternées). 


L'intégrale de f sur D est la somme des éléments infinitésimaux f(m) V(P,) où P, est le pavé 


infinitésimal d’origine m, et nous avons vu que f(m) V(P,) est égal à w(m)(äm, bas coder: 
Din et Ém sont les vecteurs infinitésimaux parallèles à x, y et z, respectivement. Voilà pourquoi nous 
disons que f ,, f(x, y, 2) dxdydz est l'intégrale de w sur D. Nous allons maintenant généraliser 


cette définition. 


Définition 28. Soient D une partie quarrable de RP, r: D — R" une application de classe C! et 
w une p-forme différentielle continue sur r(D). On définit l'intégrale de w sur r par 


fo=] T*w 
Tr D 


On laisse au lecteur le soin de montrer que si 


Â1 << Lip 
et 
T — (X3, as , Xn) 
alors 
te Far (CU) EE du…du 
. 2, L Ou, Up) p 
94 ——— désigne le jacobien de (Xi Le) évalué en u — (ui, ss Up). 


Exemple 29. Dans R°. Intégrons Pdx 1 dy le long d’une surface 
ri(u,v)Ee DH (X(u,v), Y(u,v), Z(u,v)) 


On a 
O(X,Y) 


J Paray [ Pr(us0)) SEE dudu 


On a clairement la 
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Proposition 30. Soient D une partie quarrable de RP, r: D — R°" une application de classe C!. 
Alors l’application 


Q(0,r(D)) — R 
O EH Le 


est linéaire. 


11 Intégrales particulières (circulation et flux) 


11.1 Intégrale d’une 3-forme dans R° 


Soient D une sous-variété quarrable de R° et r: D — IR° un C!-difféomorphisme (cela signifie que 
r est bijective et que r et r_! sont de classe C1). L'image de r est aussi une sous-variété de R° 
de dimension 3. On suppose que le jacobien de r est positif, autrement dit que pour tout m€ D, 
Jr(m) > 0. Cela revient à supposer que les orientations sur r(D) induites par r et IR* coïncident. 
Soit w = fdx 1 dy A dz une 3-forme différentielle continue sur r(D). On a 


fu = fre 
T D 


J, Fertusosw)) ru, vw) dudvdu 
D 


Il 


et puisque Jr(u,v,w)=|Jr(u,v,w)|, le théorème de changement de variable nous dit que 


fu] f(x, y,z) dxdydz 
r r(D) 


De la même manière on trouve 


où —r désigne une paramétrisation donnant la même sous-variété r (D) orientée de manière opposée. 
On mesure ici à quel point l'intégrale de w sur une sous-variété est sensible à l’orientation. 


11.2 Elément de volume, élément de surface 


Le calcul précédent justifie la 


Définition 31. La forme dx1 1.../1dx, sur R" est appelée élément de volume de R”. On la note 
abusivement dV. Sin—2, on la note dS (élément de surface ou d’aire). 


Exemple 32. La forme dx A dy A dz est l'élément volume de R*. La forme dx A dy est l’élement 
d’aire de R?. 


11.3 Intégrale d’une 1-forme dans IR° 


Une intégrale curviligne est l'intégrale d’une 1-forme le long d’un chemin. Soit 


AS Le ER 
ti (x(t), y(),2()) 


une courbe de classe C1. Soit w = pdx + qdy +rdz une 1-forme sur ([0,1]). On peut identifier w 
à un champ de vecteurs F=pi+gqj+rk. On a 


j PE (é COCO OT CON OP CO)E ON 
_ | F(1(0).3(0 dt 
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Ainsi, l’intégrale de w sur 7 est l'intégrale du produit scalaire de F par la vitesse + du point mobile 
y(t). On l’appelle circulation de F le long de 7. 


Définition 33. Soient y: [0, 1] — R° une courbe de classe C! et F = pi + qj +rk un champ de 
vecteurs continu sur (0, 1]). La circulation de F le long de 7 est l’intégrale 


c(F, 9) = 1. F(1(0).3(0 dt 


On peut voir c(F,7) comme l'intégrale du produit scalaire de F par le vecteur tangent unitaire 7 
de + effectuée avec l’élément ||(#)|| dt : 


F,) = fr FQ()7 (0 OIdt 


| PE CI 
OT 


On rappelle que l'élément ||y(t)|| dt permet de calculer la longueur de ? : 


Proposition 34. Soit y:[0,1]—IR° une courbe de classe C!. Alors la longueur de 7 est égale à 


un 
#5) = ! lat 
On adopte alors la 


Définition 35. 


1. L'élément de longueur le long de 7 est la 1-forme sur [0,1] définie par 
dt=||}(6)1| dt 


2. L'élément vectoriel de longueur le long de 7 est 


_ (€) => — 
dt=ÿdt- mor vOIdt=FIN (I dt=Tdt 


Ces définitions justifient la 


Notation 36. La circulation de F le long de y est notée 


JF 
. 


Nous donnons toutes ces notations pour donner aux étudiants les moyens de décrypter les formules 
d’analyse vectorielle exposées dans les manuels de mathématiques ou de physique (ces notations 
peuvent différer d’un livre à un autre.) 


11.4 Intégrale d’une 2-forme dans R° 
Soit 
r : DCR? — R*° 
(uv) > (a(u,v), y(u,v),z(u,v)) 
une application de classe C!. Soit w une 2-forme différentielle continue sur r(D). On écrira w comme 
ceci : 
w = Pdy\dz+Qdz/A\dx+Rdx/dy 


On notera la présence de dz 1 dx au lieu de dx A dz, nous comprendrons ce choix plus tard. On 
peut identifier w au champ de vecteurs 


F=Pi+Qj+Rk 
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On a 


: 0 (y,2) 0(z,x) O(x, y) 
le-f (Ptrtu 0) au) + Q(r(u,v)) AG) + R(r(u,v)) tu) dudv 
Nous reconnaissons là le produit scalaire de F par le vecteur 


ee. 0(z,x) RE 
O(u,v) O(u,v) O(u,v) 


c’est à dire 


( Êy Oz Ôz Ôy Ôz Ôx Ôx Oz Ôx 0y Ôy Ôx ) 
Ou Ov Ou Ov ? Ou Ov Ou Ov ? Ou Ov Ou Ov 


Le lecteur aura reconnu les composantes du produit vectoriel 


Nu,0)= Du, v) À SE(u, v) 


On rappelle que le plan vectoriel tangent à r en (u, v) est engendré par les vecteurs Tu, v) et 
ôr 


(uv). Ainsi, N(u,v) est un vecteur normal à r en (u,v). C’est même un vecteur normal positif. 


Finalement 


L u=] F(r(u,v)).N(u,v) dudv 
7 D 
L'intégrale de w est l'intégrale du produit scalaire du champ F' par le vecteur normal positif à r. 


C’est ce qu’on appelle le flux de F à travers r. 


Définition 37. Soient r: D CIR?—R* une application de classe C! et F = Pi+Q5j+Rk un champ 
de vecteurs continu sur r(D). Le flux de F à travers r est 


arr = [| Fou o)).( DEtu0) A GECu 0 ) dudo 


Il existe d’autres manières de présenter cette formule : 
D(F,r) — ï F(r(u,v)).N(u,v) dudv 
D 


N{u,v) 
L F(r(u, DD Er ere | IN(u,v)ldudv 


ce qui fait apparaître l'élément |[N(u,v)||dudv, appelé élément d’aire le long de r. 


11.5 Elément d’aire dans l’espace et intégrale surfacique 


Le flux motive la définition suivante : 


Définition 38. Soit r: D CIR?—R* une application de classe C!. L'élément d’aire le long de r est 


Nous expliquerons ce terme plus tard. On peut utiliser dS pour définir une nouvelle intégrale : 
Définition 39. Soient r: D CR? — R° une application de classe C! et f:IR° — IR une fonction 


continue sur r(D). On définit l'intégrale surfacique de f sur r par 


A ES rate Po 
' u Bu Bu 


On a vu par exemple que le flux de F à travers r est l’intégrale surfacique de F.n (produit scalaire 
du champ par le vecteur normal positif unitaire) sur r : 


SP n= | Frs 
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(on a mis les flèches pour plus de clarté.) Signalons que les physiciens utilisent une autre présen- 
tation : 


— 


d(F,r) = 1 F.d 
où dS =ñdS est un élément vectoriel. 


La dérivée de r en (u,v) transforme le rectangle (e1,e2) d’aire 1 en le parallélogramme (Eu, v), 


FE(u,v)) d’aire | N(u,v)|. Il n’est pas difficile de prouver la 


Proposition 40. Soit r: D CR? — R* une surface paramétrée de classe C!. Alors l'aire de r(D) 


est égale à 
re } dS= j 
T D 


Cette proposition justifie le terme « élément d’aire ». 


Or 


Ôr 
Su (u,v) A EMILE v)|| dudv 


12 Interprétations physique du flux et de la circulation 
On commence par des exemples illustrant le flux. 


Exemple 41. Fluides. Considérons un fluide en mouvement, comme l’eau d’une rivière qui coule. 
Soit m un point. On note V(m) la vitesse du fluide en m. On définit ainsi le champ V des vitesses 
du fluide. Soit Y une surface. On peut imaginer que Y est un filet tendu en travers de la rivière, 
d’une rive à l’autre. On co-oriente Y avec un vecteur normal À unitaire. Nous dirons que ñ pointe 
vers l’extérieur. Nous définissons ainsi dans un voisinage de Y une partie dite « intérieure » et une 
partie « extérieure ». 


Figure 1. 


Essayons d'évaluer le volume d’eau qui « sort », c’est à dire qui traverse © positivement. 
Pour cela nous considérons un morceau élémentaire de Z en m d’aire dS. On regarde dans quelle 
direction pointe V(m) : vers l'extérieur ou l’intérieur ? Pour mesurer cela on fait tout simplement 
le produit scalaire de V(m) par n(m). Le volume d’eau qui traverse l’élément de surface est 
approximativement 


V(m).ndS 


et donc le volume d’eau qui traverse Y positivement est 


J V.nds 
Di 


c’est à dire le flux de V à travers X. Cet exemple illustre de manière concrète le flux d’un champ 
à travers une surface orientée. 


Exemple 42. Intensité du courant électrique. Considérons un fil conducteur parcouru par un 
courant électrique. Soit Y une section de ce fil. On note j la densité de courant. En chaque point 
m, le vecteur j(m,t) montre dans quelle direction se déplacent les charges électriques, à l'instant t. 
La norme de j(m,t) est exprimée en coulombs par mêtres carrés par seconde, Cm ?s”-!. L’intensité 
est le flux de j à travers X : 
I= {, j.d$ 
= 


L'unité de I est le coulomb par seconde, C/s, c’est à dire l’ampère. 
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Exemple 43. Diffusion de matière. On considère une matière qui se diffuse dans un fluide. On 
note j la densité de diffusion. La norme de j est exprimée en Nm ?s-!, c’est à dire en nombre 
de moles par mètres carrés par secondes. Le flux de j à travers une surface Y est la quantité de 
matière traversant cette surface, en une seconde. 


Exemple 44. Propagation de la chaleur. De la chaleur se propage dans un milieu. On note j la 


densité de flux thermique. La norme de j est exprimée en Jm?s-1, c’est à dire en joules par mêtres 


carrés par secondes. Le flux de j à travers Y est la quantité de chaleur traversant Y, en une seconde. 
On termine cette section par un exemple illustrant la circulation. 


Exemple 45. Travail d’une force. On considère un point mobile y(t) auquel s’applique une force 
F(y(t)). On note r(t) le vecteur tangent positif unitaire de + en t. Le travail de F sur un morceau 
élémentaire de 7 de longueur d£ est le produit scalaire F.rd£. Par conséquent le travail de F le 
long de 7 est 


WFN= | Fardt= | Fdi=c(F,7) 
Ÿ % 


c’est à dire la circulation de F le long de 7. 


13 Opérateur d, champs de scalaires et champs de vecteurs 


Les physiciens travaillent avec des champs scalaires et des champs vectoriels plutôt qu'avec des 
formes différentielles. Nous commencerons donc donner une correspondance entre ces différents 
objets : 
Définition 46. 

1. Le champ vectoriel correspondant à Pdx + Qdy+Rdz est Pi+Qj+Rk. 

2. Le champ vectoriel correspondant à Pdy/\dz+Qdz/\dx+Rdx/dy est Pi+Qj+Rk. 

3. Le champ de scalaires correspondant à fdx A dy Adz est la fonction f. 


On peut utiliser l'opérateur d de dérivée extérieure pour dériver les champs de scalaires et de 
vecteurs. Le diagramme ci-dessous représente l’opérateur d : 


AORS) — AI(RS) —Ÿ AZ(R3) + AS(RE) 


T T Î 1 
F(R°) X(R°) X(R°) F(R°) 


On voit que via les identifications faites juste au dessus, nous disposons de trois opérateurs : un 
premier qui transforme les champs de scalaires en champs de vecteurs, un deuxième qui transforme 
un champ de vecteurs en un champs de vecteurs, et un troisième qui transforme un champs 
de vecteurs en un champ de scalaires. On les appelle respectivement : gradient, rotationnel et 
divergence. 


Remarque 47. Dans ce diagramme on peut remplacer R° par une partie U de R°. 


14 Gradient d’un champ de scalaires 


La dérivée extérieure d’une 0-forme f est la 1-forme SE dx + 7 dy + sl dz, cela nous inspire la 
définition du gradient : 


Définition 48. Soit f:U CIR°— IR un champ de scalaires dérivable. Alors le gradient de f est le 
champ vectoriel sur U défini par 


grad j = D 4 01 à 


. Of 
CT PS 
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On notera cette caractérisation : 


Proposition 49. Soit f:U CR*—1IR un champ de scalaires dérivable. Alors le gradient de f est 
le seul champ G sur U vérifiant 


Df(x,y,2)(H)=(G(x,y,2),H) 
pour tout H € RS. 


15 Rotationnel d’un champ de vecteurs 


La dérivée extérieure d’une 1-forme 
w = Pdx + Qdy+Rdz 
est 
dw=dPA\dx+dQ\dy+dRA\dz 
On rappelle que 
OP OP OP 


dP=r dx + dy dy + 5z dz 


On a l’analogue pour dQ et dR. On en déduit que 


_ OP OP 0Q 0Q OR OR 

duw = FLOU A 5x dx A dy + == D RENAN SUN 
__{0R dQ OP OR 0Q OP 
— (on Fe )av \dz (TE PE Jaznar+ (22 dù Jarndu 


Ceci nous inspire la 


Définition 50. Soit E = Pi+Qj+Rk un champ de vecteurs dérivable sur une partie U de IR*. 
Le rotationnel de E est le champ vectoriel sur U défini par 


OR 0Q\. OP OR). 0Q OP 
t E= k 
EX (SE me): (5 JE (SE se.) 
Une manière simple de retenir cette formule est d'introduire l'opérateur V (nabla) 


0/0x 
V=!| d/0y 
0/0z 


On définit l'opérateur V A + en disant que V A E se calcule en faisant un produit vectoriel formel 
avec V et E : les coefficients de V n'étant pas des nombres, ils sont appliqués comme des opérateurs. 
On remarque alors ceci : 


rotE=VAE 


0Q 
FE 
permutations circulaires : P—æQ—R—P—etc., x—y—2—x— etc. On retiendra que dans rot E, 
P est dérivée par rapport à y et z, mais pas par rapport à æ, même chose avec Q : par x et z, et 
avec À : par x et y. Cela évitera des erreurs. 


x : 2 OR 
Remarque 51. Si on se souvient de la première composante Sn. on retrouve les autres par 
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La dérivée extérieure de la 2-forme 


w = Pdy\dz+Qdz/1dx+Rdx/dy 
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est 
dw = dPAdy/ dz+dQ/Adz/Adx+dRAdx/dy 
_ OP 0Q OR 
= Dr ANRT NERIRERS  GARGERaE 
=, OP”, 00°. 0R 
Or Oy  dz 


Jérndunds 


Définition 52. Soit E= Pi+Qj+Rk un champ de vecteurs dérivable sur une partie U de R®. 
La divergence de E est le champ de scalaires sur U défini par 


OP OO OR 
x. 


div E dy De 


On peut retenir cette formule en écrivant ceci : 
divE={(V,E) 
Il faut comprendre ce produit scalaire purement formel avec la même logique que le produit 


vectoriel de nabla par E. On a la caractérisation suivante : 


Proposition 53. Soit E:U CR? — R° un champ de vecteurs dérivable. Alors le divergent de E 
en (x,y,z) est la trace de l’endomorphisme E'(x, y, 2). 


On rappelle que la dérivée E'(x,y,2) de E en (x, y,2) est une application linéaire de IR° vers R?. 
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Nous disposons pour l'instant de trois opérateurs différentiels intéressants : 


ACRE) + AIRE) — ARE) © AS(R?) 
L T 1 1 
F(R) — X(R) — (R) — FR) 
gra ro 1V 
On sait que do d — 0, donc rien ne sert de composer grad et rot, ou rot et div (cela donnerait 
l'opérateur nul). En revanche, il serait intéressant de voir ce que donne divograd. Soit f:U—R 
une fonction deux fois dérivable sur une partie U de R°. On a 


grad = 2} ; Lo ay fr 


t 7 7 
Ô 0 
et donc 4 d 
; OT ®f ®f 
div (grad f) do où 


On obtient un nouvel opérateur que ceux qui étudient les fonctions holomorphes connaissent bien. 


Définition 54. Soient U une partie de R° et f: U — IR une fonction deux fois dérivable. Le 
laplacien de f est la fonction 


LT “DT ON ot 
A f =div (grad f) DE CO pe 
On note aussi 
©? o? ©? 


A =div o grad — 


do Ho 


Il existe une version vectorielle : 


Définition 55. Soient U une partie de R° et E:U — IR un champ de vecteurs deux fois dérivable. 
On note E=pi+gqj+rk. Le laplacien (vectoriel) de E est le champ 


ÂE=(Api+(Ag)j+(Ar)k 
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Exercice 2. Examiner ce que donne gradodiv. 


18 Propriétés 
Les premières formules remarquables sont celles qui traduisent do d=0 : 
Proposition 56. Soient U CR, f:U —IR un champ de scalaires dérivable et E:U — R° un champ 
de vecteurs dérivable. Alors 
1. rot(grad f) = 0. 
2. div(rot(ÆE)) = 0. 


On invite le lecteur à démontrer ces formules en partant des définitions des opérateurs concernées 
(c’est à dire sans utiliser do d = 0). 


Les opérateurs grad, rot et div sont des dérivations dans le sens où elles satisfont des relations 
de Leïbniz : 


Proposition 57. Soient U CIR?, f:U— IR? un champ de scalaires dérivable et E, F:U — R* des 
champs de vecteurs dérivable. Alors 

1. div(fE)=(grad f).E + fdivE 

2. div(EAF)=FrotE — E.rot F 

3. rot(fE)=grad fAE + frotE 
4. rot(rot E)= grad(div (E)) - À E 


La démonstration de ces formules est un bon exercice. Signalons qu’il existe d’autres formules de 
Leibniz (le lecteur étudiera par exemple le rotationnel de E A F, par exemple). 


19 Théorème de Stokes 


On admettra le résultat suivant : 


Théorème 58. {Théorème de Stokes) Soient M une sous-variété différentielle orientée de R" de 
dimension p + 1 et w une p-forme différentielle de classe C! sur M. On munit OM, le bord de M, 
de l’orientation induite par celle de M. Alors 


Jaw= | w 
M oM 


20 Applications du théorème de Stokes 


Le théorème de Stokes donne des formules utiles en physique pour calculer les flux et les circula- 
tions. 


20.1 Formule d’Ostrogradski 


Soient V une sous-variété de dimension 3 de R°, OV le bord de V (c’est une surface fermée) et w 
une 2-forme différentielle de classe C! sur V. On munie V de l'orientation de R°. Ceci induit une 
orientation sur OV. On notera que le vecteur normal positif à OV est sortant, autrement dit, il 
indique l'extérieur de V. D'après le théorème de Stokes, 


Î u= | du 
ov v 
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Si nous identifions w à une champ E = Pi+Q3j+Rk, alors 


— l'intégrale de w sur r est le flux de E à travers OV, on l’appelle « flux sortant », à cause de 
l'orientation de la surface, 


— _dw s’identifie au divergent de E, 

— l'intégrale de dw est l’intégrale de la fonction div E sur v(D:). 
On peut donc reformuler le théorème de Stokes en termes de flux et de la divergence : 
Théorème 59. Formule d’Ostrogradski. Soient V une sous-variété de R° de dimension 3, OV le 


bord de V et E un champ de vecteurs de classe C! sur V. Alors le flux sortant de E à travers OV 
est égal à l’intégrale de E sur V : 


Ë.d8 = | div Edrdyd: 
C4 14 


Remarque 60. La notation avec les flèches permet de retenir cette formule plus facilement. 


Exemple 61. Calculons le flux de 
E(x,y,2)=xi+yj+2k 


à travers la sphère S de centre © et de rayon R. Notons ñ le vecteur normal unitaire sortant. On 
notera que 


E(m)=Om 
ainsi, en m=r(0,%),on a 
E=Rn 


et donc 
J 548 - (RH) dS)=R | dS=RA 
S S S 


où À désigne l’aire de S. Par ailleurs, la formule d’Ostrogradski donne 


[548 = Jaiv(e)av = | 3dV =3Y 
S B B 


où B désigne la boule bordée par S et V sont volume. On en déduit l'égalité 
RA=3V 


que nous connaissions déjà puisque A = 47R? et V — 5 TRS. 


20.2 Formule de Stokes 


Prenons maintenant une surface © de R° et une 1-forme w de classe C! sur Z. Le théorème de 


Stokes s'écrit 
Î u= | dw 
22 D 


où OY est le bord orienté de Y. Si nous identifions w à un champ E = Pi+Qj+Rk alors 

— l'intégrale de w sur OX est la circulation de Æ le long de O0}, 

— dw s’identifie au rotationnel de E, 

— l'intégrale de dw est le flux de rot E à travers Y. 
On peut donc reformuler le théorème de Stokes en termes de circulation et de rotationnel : 
Théorème 62. Formule de Stokes. Soient Y une surface orientée de R°, OX le bord orienté de Y 


et E un champ de vecteurs de classe C! sur X . Alors la circulation de E le long de OX est égale 
au flux du rotationnel de E à travers Y : 


d. Ea-| eue 
OX D 


APPLICATIONS DU THÉORÈME DE STOKES 21 


20.3 Formule de Green-Riemann 


On se place dans R?. Soient Y une surface de IR? et w — Pdx + Qdy une 1-forme différentielle de 
classe C! sur Z. On munit X de l'orientation héritée de IR?. On note 0Y le bord orienté de Z. D’après 
le théorème de Stokes, l'intégrale de w sur OY est égale à celle de dw sur X. Un petit calcul donne 


_{eQ ep 


et l'égalité des intégrales s'écrit 


0Q OP 
Pdx + Qd = )s Ad 
de oi 5 \ x 0y : À 


0Q 7) 
Pdx + Qdy= dx d 
e r+Qv= [ (Se dÿ)" 7 


Théorème 63. Formule de Green-Riemann. Soient Y une surface de IR? de bord OY et Pdx + Qdy 
une 1-forme de classe C! sur Y. On oriente OZ en disant que le sens positif est celui qui nous fait 
tourner dans le sens trigonimétrique. Alors 


0Q OP 
pass Qày= f. (22-27 are 
Je Fey SAN Ôy Eu 


On aurait pu trouver cette formule en travaillant dans R°. Il suffit de supposer que le champ E 
est horizontal : E = Pi+Qj, et que Y est une surface contenue dans le plan (O,x, y). On note 


c’est à dire 


Tr: D — R° 
(u,v) + (x(u,v), y(u,v),z(u,v)) 


la paramétrisation de Y dont le vecteur normal positif pointe vers le « haut ». On a alors : 


— Jos Éd=/f,suw=f,, Pdr+Qdy 


_2a 
2z 
— rotE— 2 
> 
°@Q  oP 
x y 
0 
Or | Or 0 
Ou 00 | 5x 0y 0x y 
Ou Ov Ov Ou 


ôr | ôr\ _f 8Q ÔP Ôx 0y 0x y \ _f0Q OP \ 8(x,y) 
É (rot E À ) É mn) (SES mo) (3 ae 


D ]10 ôQ OP \ O(x,y) + 0Q Ô0P 
— fLrotE.dS=/f, (SE ) 0) dudv = (SE D Jar dy 


Exemple 64. Soit Y une surface compacte de IR?. On note A(Y) son aire. On montre grâce à la 
formule de Green-Riemann que 


AD= | sdy=- | var =5 | (xdy — ydx) 
2 9 2 Jos 


Exemple 65. Un exemple classique. Intégrons la forme 


= Ldy = ydx 


x? + y? 
sur le cercle 


7 : [0,27] — R? 
t + (cost,sint) 


27 
fer 
7 0 


On a 
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Par ailleurs 


ee T y 
dw ()ra ds) nas 


2 2 2 2 

Y TX T'Y 
—5_— 5 dr \Ady — ——— dy \dx 
(x? + 7)? CET 


Il 


Ainsi, si on pouvait étendre w en une forme & de classe C! sur tout IR?, on aurait, d’après la formule 
à ne SRE . 
de Green-Riemann, f,, © = J , dw, c'est à dire 27 0. 


20.4 Formule du gradient 


On rappelle que l'élément d’aire le long de la surface r: D CR? — R* est 


dS = 5 du dv 


où les (u,v) sont les éléments de D, c’est à dire les paramètres de la surface. On rappelle aussi que 


l’élément vectoriel de surface est 
— Or , Or 


Cet élément permet aux physiciens d'écrire une formule concise du flux 
&(É,r) = Î Ë.d8 
T 
et permet de définir des intégrales vectorielles de la forme / i dS : 


Définition 66. Soient D une partie quarrable de R?, r: D — R° une application de classe C! et 
f:r(D)—R une fonction continue. On définit l'intégrale vectorielle surfacique de f par 


Rs en OCT di 
fr8-Lium(ars) 


Théorème 67. Soient M une sous-variété de IR? orientée de dimension 3, OM le bord orienté de 
M et f: MR une fonction de classe C!. Alors 


;. grad fdV = fd 
M 


Comme d’habitude, dV =dxdydz. 


Démonstration. Soit à ER?. On a 


(fra ja = ILE 
= Jaivcraav 


À la première étape on a fait entrer le vecteur & dans l’intégrale (le lecteur vérifiera que cela est 
correct). On fait ainsi apparaître le flux de fü. La deuxième ligne est l'application de la formule 
d’Ostrogradski. La formule de Leibniz donne ici 


div(fü)=grad f.ù + f div(ü)=grad f.ù 


LL ras )i = j grad f.ü dV 
Cf grad av )ü 


tal 


d’où 


Il 
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Le résultat découle alors du fait que cette égalité est vraie pour tout # € R*. 


20.5 Formule du rotationnel 


Théorème 68. Soient M une sous-variété de R? orientée de dimension 3, OM le bord orienté de 
M et F:M—IDR un champ de vecteurs de classe C!. Alors 


1 Fnds=-| rot(F) dV 
ÔM M 


Démonstration. C’est la même démarche que pour la formule du gradient. Soit à €IR°. On a 


(/ rad)a= | (FAdS).à 
oM 0M 


or 
(FAdS).à = [F,dS,a]| 
= _[F,à,dS] 
= -(FAù).dS 
d’où 
(/ FAdB )ü = =) (FA &).d$ 
M M 
= -f div(FAüù)dV 
M 


= | (ü rot F — Frot ü)dV 
M 


- f ü rot F4V 
M 


-( rot Fav } 
M 


d’où le résultat (on a utilisé la formule d’Ostrogradski.) 


Il 


20.6 Formule de Kelvin 


Théorème 69. Soient Y une surface orienté de R°, OZ le bord orienté de E et f: 2 — R une 


fonction de classe C!. Alors 
Î si | grad f AdS 
cb £ 


Démonstration. La méthode est la même que pour les formules du gradient et du rotationnel. 
Soit à ER*. On a 


on ra )a = Le fü.d 

= «fü,0Y) 

= Jret(ro) ds 
D» 

= j (grad f AG + frot(t)). dé 
Z 

= Î° (era nm) ds 
2 


— - f (grad f A dS ).à 
2 


(] erad [AS ) 


Il 
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d’où le résultat (à la troisième ligne on a utilisé la formule de Stokes, et à la sixième nous sommes 
passés par le produit mixte [grad VE ä,dS |. 


21 Interprétations physique de la divergence et du laplacien 


La formule de Stokes apporte une interprétation lumineuse de la divergence d’un champ. Soient 
E un champ de vecteurs sur R°, m € R° et B une boule élémentaire centrée en m. On note S le 
bord de B. Nous savons alors que le flux de E à travers S est l'intégrale de div E sur B. Ainsi 
div E en m mesure la quantité de E qui sort à travers $. Autrement dit, si div E(m) > 0, on peut 
dire qu'il y a plus de Æ qui entre dans un voisinage de m que de E qui sort, si div E(m) < 0, c’est 
exactement le contraire, et si div E(m) = 0, il y a autant de E qui entre que de E qui sort. On dit 
que div E mesure localement la dispersion de E. 


Figure 2. Divers cas où le divergeant est strictement positif. Le premier cas est E(m) = Om. Dans ce cas 
div E =3. Le deuxième cas est celui où m est un point « source » de E. 


Figure 3. Cas où div E(m) =0 


Exemple 70. Prenons le cas du champ V des vitesses d’un fluide, voir exemple 41. Si en un point 
m le fluide est en phase de compression alors div V(m) > 0. Si au contraire, le fluide est en phase 
de décompression, div V(m) <0. On dit que le fluide est incompressible si div V —0 en tout point 
(pas de compression, pas de décompression). C’est le cas de l’eau qui coule le long d’une rivière, 
par exemple. Il n’y a ni compression, ni décompression. Il s’ensuit que le flux des vitesses est le 
même à travers n'importe quelle section (puisqu'il est nul pour une surface fermée). Le lecteur l’a 
déjà remarqué en observant le courant là où le cours d’eau s’étrangle : on assiste à une accélération 
de l’eau. 


Nous verrons plus loin que la divergence d’un champ magnétique B est toujours nul. Autrement 
dit, il n’existe pas de point source pour B. 


Exemple 71. Revenons à un fluide. Nous avons vu que le volume sortant chaque seconde d’un 
volume M est égal au flux sortant de V à travers OM. Soit p la densité volumique du fluide de 
sorte que p(m,t) soit la densité en m à l’instant {, exprimée en kgm®. La quantité de fluide sortant 
de M est alors égale à 
Q= | pV.dS 
; oM 
c’est à dire à 


Q= | div(pV)dxdydz 
M 


Il est clair par ailleurs que cette même quantité peut s'exprimer à l’aide des variations de p dans 
le temps : 


Q=-— 2 dxdydz 
On obtient alors par identification ju 
: Op 
div (pV) dxdydz= — De drdydz 
M m Ot 


Ceci étant vrai pour tout volume M, on en déduit l'identité 


qu'on appelle loi de conservation (ou de continuité) des fluides. 
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Exemple 72. Reprenons l'exemple 42 du courant électrique. On note p la densité de charges de 
sorte que p(m,t) soit la densité en m à l'instant {, exprimée en C'm* (coulombs par mètres cubes). 
On rappelle que j est la densité de courant. On montre de la même manière que 


div j = —p 
C’est la loi de conservation des charges. La différence fondamentale entre la densité de courant j 


et le champ pV associé à un fluide est que le premier dérive d’un potentiel scalaire, contrairement 
au second. On a en effet 


j=-0 grad V 


où V est le potentiel électrique et o est la conductivité (mesurée en Q-!m 1), c’est à dire l'inverse 
de la résistivité. On en déduit la loi d'Ohm : 


oAV=p 


Exemple 73. Reprenons l'exemple 43 de diffusion d’une matière dans un fluide. Notons c la densité 
de concentration de cette matière en diffusion de sorte que c(m,t) soit la densité de concentration 
en m à l'instant t, exprimée en nombre de moles par mèêtres cubes. On rappelle que j est la densité 
de diffusion. On montre ici aussi que 


div j = —-c 
C’est la loi de conservation de la matière. Ici aussi j dérive d’un potentiel scalaire : 
j=—D gradc 
où D est le coefficient de diffusion (diffusivité) mesuré en m?s-!). On en déduit la loi de Fick : 
DAc=é 
Exemple 74. Reprenons l'exemple 44 de propagation de la chaleur. Notons q la densité de chaleur 


de sorte que q(m, t) soit la densité en m à l'instant t, exprimée en joules par mètres cubes. On 
rappelle que j est la densité de flux thermique. On montre ici aussi que 


div j = —-Q 
C’est la loi de conservation de la chaleur. Ici aussi j dérive d’un potentiel : 
j=-ÀgradT 


où Test la température et À la conductivité thermique mesurée en Wm !K-!. On en déduit la 
loi de Fourier 


AT = q 
et puisque q s'écrit 


g=pCT 


où p et C sont des constantes : p est la masse volumique et C' la chaleur massique mesurée en 
Jkg-!K-! du milieu dans lequel la chaleur se propage, alors la loi de Fourier s'écrit 


XAT = pCT 


XXXXXXXXX 
Nous ajouterons un mot sur le laplacien ici même. (en projet) 
XXXXXXX 
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Nous dirons deux ou trois mots sur le sujet (en projet) 
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23 Surfaces cylindriques 


On rencontre souvent des cylindres dans les exercices d'analyse vectorielle (et surtout dans des 
exemples importants de la physique), il est donc important de savoir calculer des intégrales et des 
flux à travers cette surface. Considérons par exemple la paramétrisation 


+ D=[0,2r] X[0,h] —+ R° 
(0,2) + (Rcos0,Rsin 0, z) 


Ici h désigne la hauteur et À le rayon de la base. On a 


—R sin 0 
Cie R cos 0 
00 0 
et 
Ôr Û 
Lo 
1 
d’où 
dr, Or | Rene 
00 ‘0z Fa 


La norme de ce vecteur étant égale à À, nous venons de prouver que l’élément de surface le long 
du « cylindre » r est 


dS = Rdôd2 


que les physiciens nomment abusivement « élément de surface en coordonnées cylindriques à rayon 
constant », et que l’on peut interpréter géométriquement comme l’aire d’un rectangle élémentaire, 
si on considère d0 et dz comme des petites variations de # et z, voir figure ci-dessous. 


Figure 4. L'élément de surface est approximativement un rectangle de dimensions Rd0 et dz. 


Applications : 


e Sif:r(D)—R est continue, son intégrale surfacique sur r est 


hk 27 
Jras=] f(r(0.2)) Rdbdz = R | JR cos 0,R sin 0, z) dôdz 
D o Jo 


T 


e Si E:r(D)—1R* est un champ de vecteurs continu de composantes (a, b, c), alors son flux 
à travers r est 


&(En=/ EdS-R| (a(R cos 0,R sin 0, z) cos 0 — b(R cos Ü,R sin 0, z) sin 0) dOdz 
r D 


Il arrive que l’on ait à intégrer une fonction sur un cylindre solide. On utilise alors le changement 
de variable : 


v : D=[0,R] x [0,27] x [0,h] — R° 
(r,0,2) + (rcosô,rsin0,z) 


On note X,Y ,7 les composantes de v. La formule du changement de variable donne 


[l f(æv,2)dedydz= | f(rcosb,r sin 0, z)|Ju(r,0,2)| drdôdz 
v(D) D 
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où le jacobien vaut 


OX OX OX 


H2 ee 
Y 0Y 0Y 
FRANS SE on so 

Ô0Z 07 907 

ôr 00 7 

cos —rsin0 0 

— | sin0 rcosû 0 = r 
0 0 1 


Ainsi 


| f(x, y,2) dedudz= | f(r cos 6 ,r sin 0, 2) rdrd0dz 
v(D) D 


Les physiciens disent que l’élément de volume en coordonnées cylindriques est rdrd0dz. 


24 Surfaces sphériques 


Les sphères et les demi-sphères sont des exemples aussi importants que le cylindre. Nous allons 
donc apprendre à intégrer sur de telles surfaces. Considérons par exemple la paramétrisation 


je D=1[0,2r] x | -2,+] —— R° 
(8,g) — (Rcos0 cos y,Rsin 0 cos 4, Rsin @) 


C’est la paramétrisation de la sphère de centre © et de rayon À. On a 


5 —R sin 0 cos 
r 
—=| Rcosôcosy 
00 
0 
et 
5h — cos ÿ sin 
cr — R sin 0 sin 
? R cos 
d’où 
2 2 
dr , Or _ R° cos 0 cos” 
00 02 


R? sin 0 cos? 
R? cos y sin 


La norme de ce vecteur est R cos 4 (le cosinus de 4 est toujours positif) d’où 
dS = Rcospd@ds 


Les physiciens nomment cette quantité « élément de surface en coordonnées sphériques à rayon 
constant ». On peut à l'instar du cylindre, illustrer cet élément : 


Figure 5. L'élément de surface est approximativement un rectangle de dimensions xxx et xxx. 
Applications : 
e Sif:r(D)—R est continue, son intégrale surfacique sur r est 


—7/2 27 
Jras=r cos ( f(R cos 0,R sin 0, z) w)de 
r —7/2 0 
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e Si E:r(D)—R* est un champ de vecteurs continu de composantes (a, b, c), alors son flux 
2 /2 27 À 
à travers r est R? ee Jo 9(6,v)dôdg où 


g(0,%) = a(R cos 4 cos 6, R sin 0 cos w, R sin @) cos 0 cos? 
+ b(R cos 0 cos w,Rsin 0 cos Y, R sin 4) sin 0 cos? 
+ c(Rcosô cos Y,Rsin 0 cos 6, R sin @) cos 0 sin & 


Heureusement, dans la plupart des exercices l’expression de g(0,@) est simple. 


Pour intégrer sur une boule, on utilise le changement de variable : 


v : D=[0,R] x [0,2x] x[-r/2,x/2] — R° 
(r,0,w) +— (rcos0 cos 4,r sin 0 cos @, r sin) 


On note X,Y ,7 les composantes de v. Le jacobien de v est 
Ju(r,0,)=Tr?cos ydrdôdg 


La formule du changement de variable donne 


À fu) dedydz= | f{u(r,0,w))r?cos wdrd0ds 
v(D) D 


25 Potentiel scalaire 


Définition 75. Soit U un ouvert de R° et F un champ de vecteurs sur U. On dit que F dérive 
d’un potentiel scalaire s'il existe une fonction f:U —R telle que F =grad f. 
Proposition 76. Soit U un ouvert connexe de R° et F un champ de vecteurs sur U. 

1. Si F' dérive d’un potentiel scalaire alors son rotationnel est nul 

2. Si f1 et fa sont des portentiels scalaires de F' alors ils diffèrent d’une constante. 
Démonstration. L'’item 1 vient du fait que rot o grad —0 (pas besoin de la connexité de U). Pour 


litem 2 : de grad f1=grad f2 on déduit grad( f1 — f2) —0, c’est à dire D( f1 — f2) —0. La connexité 
de U implique que f; — f2 est constante. 


Théorème 77. Soient U un ouvert de R° et F un champ de vecteurs de classe C! sur U. Si le 
rotationnel de Fest nul, alors localement F est un gradient, autrement dit F dérive localement d’un 
portentiel scalaire. 


Ceci signifie que pour tout m EU, il existe un voisinage V de m contenu dans U et f:V—R 
tels que Fly =grad f. 


Démonstration. On suppose que UÜ contient l’origine © et on montre que dans un voisinage de 
O, le champ F est un gradient, le cas général découle alors par translation. Soit r > 0 tel que la 
boule ouverte B de centre O et de rayon r soit contenue dans U. On note (P,Q, R) les fonctions 
composantes de F, on définit la fonction 


NAN B —  R 


1 1 
m=(x,y,2) J F(tm).m dt = (P(tm) x + Q{tm) y + R(tm) 2) dt 
0 0 
et on montre que grad f=F. D’après le théorème de la dérivation sous le signe somme, on a 


21 = ET (Pémz+Qtmy+Rtmaat) 


— je LL (P(m) x + Q(tm) y + R(tm) 2) dt 
o Ôt 
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Où 
(Qt) = ga (OU) 
| = EU (Exstyte) = 1 (im) 
e 
Ô oR 
2 (R(Em)) = 28 (tm) 
On a aussi 
TL (P(Em) 2) = (Em) & + P(Em) 
d’où 


1 
21 (Pt) +1 tem e + tem) + PEtm)=)) di 


0Q __ OP ÔR _O0P 
Ôx Ôy Ôx CE 


D = [ (pm) +(SEteme + DEtem + GEtem) 2 ) } 


= [ ( Pt) +4 (PC) ) dt 


- | TE P(Em)) dé 
P(m) 


Or le rotationnel de F' étant nul on a 


Pour comprendre le passage de la première à la deuxième ligne on introduit la fonction 


ait im=(tix,ty,tz) 


On a alors 


26 Potentiel vecteur 


Définition 78. Soient U un ouvert de R° et G un champ de vecteurs sur U. On dit que G dérive 
d'un portentiel vecteur s’il existe un champ vectoriel F:U — R? tel que G=rot F. 


Proposition 79. Soit U un ouvert de R° et G un champ de vecteurs sur U. 
1. Si G dérive d’un potentiel vecteur alors sa divergence est nulle. 


2. Si F1 et F2 sont des portentiels vecteurs de G, ils diffèrent localement d’un gradient. 


Démonstration. L'item 1 vient du fait que div o rot — 0. Pour l’item 2 : de rot F1 = rot F2 on 
déduit rot(F1 — F2) =0, ainsi d’après le théorème 77, F1 — F2 est localement un grandient. 


Théorème 80. Soient U un ouvert de R° et V un champ de vecteurs de classe C! de divergence 
nulle. Alors localement V est un rotationnel, autrement dit V dérive localement d’un potentiel 
vecteur. 
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Démonstration. On suppose que U contient © et on montre que dans un voisinage de O le champ 
V est un rotationnel. Le reste découle par translation. Soit r > 0 tel que la boule ouverte B de 
centre © et de rayon r soit contenue dans U. On note (A, B,C') les fonctions composantes de V, 
on définit le champ 

F3 B — R° 


1 
m=(x,y,z) + F. tV(tm) Amdt 
0 


et on montre que rot F=V. Les composantes de tV (tm) Am sont 
t(zB(tm) — yC(tm)) 


tV(im)Am=| t(xC(tm)—zA(tm)) 
t(yA(tm) —xB(tm)) 


RTS 


ainsi celles de F sont 


P= [} t(zB(tm) — yC(tm)) dt 
F=| Q=f,t(xC(tm)-z2A(tm))dt 
R= [4 t(yA(tm) — x B(tm)) dt 


et on rappelle que 


[0 04}, ôP OR)... /f0Q, OP 
sotr=(ÊE me Ji+ (SE me) i+ (5 DL 


Montrons que 


D'après le théorème de dérivation sous le signe somme on a 


DE = DJ tAUm)-æptmpat)- F{ [ #&CUm)-zA(tmyat) 


: ce. OA Ô0B oC _4.0À 
= j IE +ty dy (ém) —tx … (ém) —tx (tm) + Aftm) +tz (em) 


La partie entre parenthèses vaut 


() = 2 (tr) + 4( y Gen) 2-00) te( Ste) + GEtum ) 
= 2 (tm) + 4 y em) 2m) ) ta Gt) 
_ 2 (tr) + 0) y Dem) + 2 Eten ) 
= 2A{tm)+t(Aoa)'(t) 


La deuxième ligne est justifiée par le fait que div G=—0, et la dernière par le calcul différentiel déjà 
effectué à la démonstration du théorème 77. On a donc 


OP Q . f' 2 / 
= | 2t(Aoa)(t)}+#2(Aoa)(t) dt 
Era a 
_ | HE (Aoa)) 
On montre de la même façon que _ Bet _ = 0. 


27 Application : les équations de Maxwell 


Les équations de Maxwell peuvent être considérées comme les postulats de l’électromagnétisme. 
Ces équations traduisent le comportement des champs électrique et magnétique. Nous noterons 


e m—(x,y,2) un point de l’espace physique identifié à R°, 
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t un instant donné (on suppose qu’un chronomètre a été déclenché à l’instant zéro), 

p(m, t) la densité volumique de charge en m à l'instant t, 

j(m,t) le vecteur densité de courant en m à l'instant t, 

E(m,t) le champ électrique en m à l’instant t, 

B(m,t) le champ magnétique en m à l'instant t (les physiciens utilisent un pseudo-vecteur), 
€o la permitivité diélectrique du vide, 


10 la perméabilité magnétique du vide. 


Rappelons les relations élémentaires permettant de comprendre à quoi correspondent ces quantités : 


1. Force et champ E : 


F(m)=qE(m) 


F(m) est la force dûe au champ E s’exerçant sur une particule située en m=—(x,y,2) dont 
la charge électrique est notée q. 


Charge totale : la charge électrique d’un volume M est égale à 
Qu = | pdxdydz 
M 


Intensité : si Z est une surface (penser à la section d’un fil électrique par exemple), l'intensité 
de courant 7 traversant Y est égale à 


1= | j.d$ =&(j,2) 
3 


4. Travail et tension : la tension électrique UÜ est égale au travail W de la force électrique sur 
une particule chargée, divisé par la valeur q de la charge: 
De 
q 
Les équations de Maxwell sont : 
1) Maxwell-Gauss : dv E= _ 
0 
2) Maxwell-Thomson : div B=0 
3) Maxwell-Faraday  : rot 5= 2 
4) Maxwell-Ampère  : 1 rotB=5j+€0 2e 
Ho Ôt 
27.1 Equation de Maxwell-Gauss 
divE=# 
£0 


Nous allons voir deux conséquences de l’équation de Maxwell-Gauss. Soit M est une sous-variété 
de R°. On oriente 0M grâce à la normale sortante. Alors, d’après la formule d’Ostrogradski, on a 


E.dS J div EdV 
OM M 
= À f nue) drdvds 
€0 JM 
QM) 


€o 


Nous venons de prouver le 


Théorème 81. Théorème de Gauss. Le flux éléctrique sortant d’une surface fermée OM est égal 
à la charge électrique totale contenue à l’intérieur de cette surface divisée par &0. 
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On déduit aussi le 


Théorème 82. Loi de Coulomb. Le champ électrique crée en le point m=—(x,y,z) par une charge 
ponctuelle q située à l’origine est 


q 
E Æ—— — 
(m) Anr?€o “ 
oùr—=Om et ee. 


Démonstration. La symétrie sphérique implique que E s'écrit 
E(m)= f{r) er 


où r = r(m) = Om. Autrement dit E est radial et ne dépend que de la distance à O. Soit S la 
sphère de centre © et de rayon r. D’après le théorème de Gauss, le flux sortant à travers S est 


U E.dS =7 
S €0 


Nous savons par ailleurs que dS =dS$Se,, d’où 


ris = fucenuase) 


Il 
me 
H 
_ 
a 
tn 


Î 
HR 
eo 
a 
tn 


On en déduit le résultat par identification. 


27.2 Equation de Maxwell- Thomson 
div B=0 


La divergence de B étant nulle, on a forcément &(B,0M) —0, d’après la formule d’Ostrogradski. 
Autrement dit : il y a autant de flux entrant que de flux sortant à travers une surface fermée. 
Ainsi, il ne peut pas y avoir de sources ponctuelle pour le champ B, contrairement au champ 
électrique. Ceci exclue l’existence d’un monopôle magnétique. D'ailleurs nous savons tous qu’un 
aimant oridinaire possède deux pôles (un nord et un sud) et que le fait de le couper en deux crée 
deux nouveaux aimants avec deux pôles chacun. 


On déduit aussi de cette équation que B dérive d’un champ de vecteurs : 
B =rot À 


Nous savons que À n’est pas unique et que tout potentiel vectoriel de B s'écrit À + grad f, où f 
est une fonction de classe C?. 


27.3 Equation de Maxwell-Faraday 


rot E — 2 


Si on remplace B par rot À, cette équation s'écrit 


rot E — — 2 rot A 


et puisque les opérateurs _ et rot commutent (le lecteur devra le vérifier), cela équivaut à 
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d’où l’on déduit l’existence d’un potentiel scalaire V tel que 


= T4 grad 


Proposition 83. Expression de E. Si À est un potentiel vectoriel du champ magnétique, alors il 
existe un potentiel scalaire V tel que 


B=-TÈ + grad V 


Cette formule montre que la variation du champ magnétique crée du champ électrique. 


Proposition 84. Si on remplace À par À + grad f, ü faut remplacer V par V + 21 dans la 
proposition 83. 


Démonstration. Posons 
A'=A+grad f 


D'après l’équation de Maxwell-Faraday on a 


c’est à dire 


OA Of\\_ 
rot r+ 0e +ard( 25) =0 


d’où l'existence d’un potentiel scalaire W tel que 


: OA Of 
gradW =E + gr + 8rad (2) 
c’est à dire 
of 
grad W = grad V + grad En 
d’où 


W=V + 2 + constante 


Lorsque l’on change de potentiel À, on dit que l’on change de jauge : 
A = A+grad f 
Va 
Il existe une théorie de jauge. Les physiciens choisissent souvent le potentiel À vérifiant la condition 
div A=0 


Cette équation est appelée contrainte de jauge de Coulomb. Il y a d’autres contraintes de jauge 
connues, comme celle de Lorenz, par exemple (ne pas confondre avec Lorentz). 


Proposition 85. Effectuer le changement de jauge de Coulomb équivaut à chercher f telle que 
Af—-div À 
Cette équation s’appelle : « équation de Poisson du potentiel vecteur ». 


Démonstration. On suppose que À est un potentiel vectoriel de B. On cherche à remplacer À 
par ÀA'= A+grad f vérifiant la contrainte de Coulomb, à savoir div 4/=0(. On a 


div A’ = div(A+grad f) 
— div À +div (grad f) 
= divA+Af 
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d’où le résultat. 


Nous savons que toute particule de charge q placée dans un champ électrique E est soumise à 
la force 


F(m)=qE(m) 


où m=—(x,y,z) est la position. Le travail de cette force le long d’un chemin 7 est 


W = | F.d 


: d ss dŒ(B,Y) 
= FT] 4 = —q di 


où Z est une surface bordée par 7 et ®(B, Y) est le flux de B à travers cette surface. Or nous 
savons que 


W = qU 
si U désigne la différence de potentiel. Ainsi la variation de B dans le temps équivaut à une 
différence de potentiel égale à - 02), ou si l’on préfère : 


Théorème 86. Loi de Faraday. La variation du champ magnétique engendre la force électro- 
motrice 
dŒ(B,Y) 
CR 
dt 
Cette loi explique que la rotation d’une dynamo engendre un courant électrique. 


Remarque 87. On invite le lecteur à justifier la troisième et quatrième égalité du calcul de W. 


27.4 Equation de Maxwell- Ampère 


1 ; OE 
t B = 
Ho J +€o 9t 


Cette équation permet de trouver une expression de la circulation de B le long du bord 9 Y d’une 


surface Y : 
Î B.dt = [rot 5.4 
>> D 


; OE\ = 
= [ (uoi+ une 2) 4 


po | j.d$ + uo€o er 
dŒ(E,>) 
dt 


Il 


— uol+HUo€Eo 
où J est l'intensité. 
Proposition 88. La circulation du champ magnétique B le long de OY est 


d&(E,Y) 
dt 


c(B,0E)= ho 1 + oo 


Dans le cas particulier où le champ électrique est constant dans le temps, on retrouve la loi 
d'Ampère : 


APPLICATION : LES ÉQUATIONS DE MAXWELL 35 


Théorème 89. Loi d'Ampère. La circulation du champ magnétique B le long de OY dans un 
champ électrique constant dans le temps est 


c(B, O0Y) — U0 I 
La loi de Biot-Savart découle de ce résultat : 


Théorème 90. Loi de Biot-Savart. Soit d un fil électrique rectiligne, infiniment long et traversé par 
une intensité électrique constante I. Si m est un point de l’espace, on note P, le plan orthogonal 
à d par m, Hy l'intersection de P, et d, kn le vecteur allant de H}, à m, et Tn le vecteur unitaire 
tel que (hs Ts I) soit une base orthogonale directe. Il est clair que Tn est porté par Pn et est 
orthogonal à km. Alors le champ magnétique B généré par ce fil est donné par 


Lu 
B(m) = 7e 


Où Tm désigne la norme de km, c'est à dire la distance entre m et d. 


Figure 6. 
Démonstration. On supposera le fait que B,, est colinéaire à 7, : 
By = (M) Tr 


(ce résultat fut découvert expérimentalement par Oersted en 1819.) Fixons m. Soit y: [0, 1] — R° 
la paramétrisation du cercle du plan P, de centre H,, passant par m. Son rayon est r,,. On 
remarquera que 


et donc 


I 
> 


à (OS OI dé 


Etant données les symétries de d, il est clair que À(m) ne varie pas le long de 7 : 
A(Y(E)) = f (rm) 
et donc 
[ea = 100 fo 
= f(rm) X 27m 


Or nous savons par la loi d'Ampère que fe B.di = 0 I. On obtient alors f(r») par identifica- 
tion. 


La loi de conservation de la charge peut aussi être obtenue à partir des équations de Maxwell- 
Ampère et Maxwell-Gauss : 


Théorème 91. Loi de conservation de la charge. Si j est le vecteur densité de courant et p la 
densité volumique de charge alors 
.… . Op 
d ——=0 
IV 7 + dt 


Démonstration. En prenant la divergence des membres de l’équation de Maxwell-Ampère on 
obtient 
O(divE) 


O=div j +€o ot 


36 SECTION 27 


où div E = p/£0, d’après l'équation de Maxwell-Gauss. 


Nous montrons une autre relation dans le cas où le champ électrique ne varie pas : 


Proposition 92. Soient A le potentiel vectoriel du champ magnétique correspondant à la jauge 
de Coulomb et j la densité de courant. Si le champ électrique est constant dans le temps alors 


À A+ po j =0 
Démonstration. Dans ce cas particulier l'équation de Maxwell-Ampère s'écrit 


ee rot B = j 
où B = rot À, d’où ; F7 
7 rot(rot À) = j 
or 
rot(rot A) = grad(div A) — À À 
—À À 


puisque nous avons choisi À tel que div A—0. 


// Ce texte sera mis à jour de temps en temps. Nous espérons ajouter une section consacrée à 
des exercices d’application // 


